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Résumé. On développe une famille de plans de sondage dont le tirage systématique
est un cas limite. Cette famille de plans de sondage dépend d’un parametre permettant
de controler I'étalement. La définition de cette famille de plans de sondage peut étre
étendue lorsque la population considérée n’est pas finie, par exemple lorsque l'intervalle
[0,1] est considéré. On est en mesure de calculer les probabilités d’inclusions d’ordre 2 et
ainsi d’estimer la variance de I'estimateur du total d’une variable observée.

Mots-clé. Echantillonnage systématique, processus ponctuel

1 Echantillonnage continu et processus ponctuel

L’échantillonnage en population infinie requiert quelques outils mathématiques plus sub-
tils que ’échantillonnage en population finie. Si on considére un domaine compact €2 C R,
un échantillon s de n individus tirés dans €2 est en fait un n—tuple particulier de 2. Toute-
fois, on ne peut pas directement I'identifier a 2", pour des raisons techniques sur lesquelles
nous ne nous arréterons pas (voir Deville, 1989). Toutefois, on se limitera a considérer
que pour chaque unité z;, i = 1,...,n de I’échantillon, il existe une densité f; sur {2 qui
est en fait la densité marginale de 1'unité x;. On peut alors définir I'intensité (Cordy,
2003), 7 : 2 — R comme:

m(r) = Zfi(x)'

On remarque que 7 est une mesure mais pas une densité de probabilité puisque

/Q () dz = n.

Cette intensité joue un role similaire a la probabilité d’inclusion d’une unité en population
finie. En fait, on remarque qu'un enchantillon dans le continu est la réalisation d'un
processus ponctuel. Cela justifie 'usage du terme intensité pour désigner la fonction m,
qui est en fait 'intensité du processus ponctuel qui caractérise un échantillon. L’intensité
peut aussi étre vue comme la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure de comptage du
processus ponctuel qui caractérise I’échantillon.



On peut aussi définir la densité produit de second ordre (on utilise ici la traduction
de la terminologie utilisée dans Mgller & Waagepetersen (2003)) comme la dérivée de
Radon-Nikodym de la mesure du deuxieme moment factoriel du processus ponctuel. De
la méme maniere que l'intensité joue le role de la probabilité d’inclusion, la densité produit
de second ordre joue le role de la probabilité d’inclusion d’ordre deux.

On peut alors simplement définir I’analogue continu de I’estimateur de Horvitz-Thompson
a ’aide des notions d’intensité et de densité produit de second ordre. Ce développement
est détaillé dans Cordy (2003).

2 Le tirage systématique

Le tirage systématique est un concept qui est naturel et qu’il est facile de définir. En effet,
si I’on demande a un enfant de disposer n points sur ligne droite, il y a une forte probabilité
qu’il dispose ces points de maniere systématique. Cela traduit le fait quun échantillon
systématique maximise I’étalement des points. On peut définir une mesure de ’étalement
comme la variance de 1’écart entre deux points successifs. Si le tirage est systématique,
I’écart entre deux points est déterministe et donc sa variance est nulle. Cette définition
peut-étre étendue au cas multi-dimensionel lorsque I'on remplace le concept d’écart entre
deux points par le concept d’aire des polygones de Voronoi.

Le tirage systématique peut-étre défini a la fois lorsque la population est finie et lorsque
la population considérée est infinie et incomptable, a I'instar d’un intervalle de I’ensemble
des nombres réels. On peut définir le tirage systématique en continu comme suit:

Définition 1 (Tirage systématique sur [0, 1])
On choisit un nombre z; uniformément dans l'intervalle |0, %[ Ensuite, on sélectionne les
unité suivantes:

N
rr=x1+k-—, k=0,...,n—1.
n

On remarque que ce tirage donne lieu a une intensité uniforme pour toute la popula-
tion. Il est alors possible de définir le tirage systématique d’une densité quelconque. En
effet, on définit un tirage systématique selon une loi de distribution F' comme 'image par
F~! d’un tirage systématique sur [0, 1].

3 Une approximation d’un plan de sondage systématique
dans le continu

On considere a présent Q@ = [0,1]. Ce qui suit peut étre facilement étendu au cas o
2 C R est un compact quelconque. Nous proposons un plan de sondage de taille fixe
n, pr : [0,1]" — [0,1], dépendant d’un parametre r. Lorsque r tend vers linfini, on
obtient le plan de sondage systématique. Une telle convergence est moins triviale qu’il



n’y parait. En effet, puisque I'objet considéré est un processus ponctuel, il s’agit de définir
proprement ce que l'on entend par convergence.

Définition 2 (plan de sondage p,)
Soit f: Q2 — [0, 1] une densité de probabilité définie sur [0, 1]. On considere

Tiyeo oy Ty ~ f

Soit iy ~ uniforme {1,...,r} et iy = i1+ (k—1)-r, k =2,...,n. Finalement, I’échantillon
est composé des unités z;,,...,x;, .

n

On peut voir sur les figure 1 et 2, des tirages avec différentes valeurs de r. La figure
2 illustre comment notre plan de sondage p, peut aussi approcher le tirage systématique
selon une distribution quelconque f. Dans le cas présent, on a utilisé une loi Beta(c, 5)
de parametres a = 2,8 = 5.  Ainsi que le montre la figure 1, I’étalement augmente
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Figure 1: Echantillons de taille n = 20 sur l'intervalle [0, 1] pour différentes valeurs de r
et pout f densité uniforme.

jusqu’a devenir quasiment systématique. L’avantage que présente ce plan de sondage est
que la densité produit de second ordre est différente de 0, sur tout I'intervalle [0, 1]. De la
méme maniere que dans le cas discret, 'estimateur de variance de ’estimateur Horvitz-
Thompson est non-biaisé si la densité produit de second ordre est strictement positive
pour tout couple de l'intervalle. Toutefois, plus r devient grand, plus la variance de
I'estimateur de variance de l'estimateur de Horvitz-Thompson va étre grande. Le choix
du parametre r peut donc étre vu comme un compromis entre précision de I’estimation
de variance et précision de 'estimation elle-méme, si la variable observée est fortement
auto-corréllée.
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Figure 2: Echantillons de taille n = 20 sur l'intervalle [0, 1] pour différentes valeurs de r
et pout f suivant une loi Beta(a, ) de parametres a = 2, 5 = 5.
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