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Dans les enquêtes auprès des entreprises, il est courant de collecter des variables économiques dont la
distribution est fortement asymétrique. Dans ce contexte, on est souvent confronté à la présence de valeurs
influentes dans l’échantillon tiré. Ces dernières sont habituellement de très grandes valeurs dont la présence
dans l’échantillon tend à rendre les estimateur classiques très instables. Dans une optique basée sur le modèle,
Chambers (1986) a proposé une version robuste du BLUP dans le cas d’un modèle linéaire. En utilisant le
concept de biais conditionnel Beaumont et Al. (2013) ont proposé une version robuste du BLUP dont la forme
est similaire à celle proposée par Chambers (1986). En pratique, il n’est pas rare de rencontrer des variables
dichotomiques, ou de comptages, qui rendent le modèle linéaire inadéquat. Nous commençons par présenter
une généralisation de ces résultats dans le cas d’un modèle linéaire généralisée. Ces résultats serviront de point
de départ à l’estimation robuste dans un contexte d’estimation sur les petits domaines.

Dans le cas d’une estimation sur petits domaines avec un modèle linéaire à effets mixtes entre la variable
d’intérêt et l’information auxiliaire, plusieurs auteurs Sinha & Rao (2009), Chambers et Al. (2014) et Dongmo
Jiongo et Al. (2013) ont développé des techniques d’estimation robuste. La généralisation au cas d’un modèle
linéaire généralisé à effets mixtes sera également discutée.

Mots clés : Biais conditionnel ; Estimation robuste ; Estimateur BLUP ; Valeurs influentes ; Modèle linéaire géné-
ralisé.
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Dans une approche basée sur le modèle dans une population finie, les valeurs de la variable d’intérêt y

sont issus d’un certain modèle. On note X, la matrice de taille N × p contenant l’information des p variables

auxiliaires connus pour les N -unités de la population U . On désigne par xTi le vecteur représentant la ième

ligne de la matrice X. On suppose qu’un échantillon non informatif s est sélectionné dans la population finie

U , celui-ci sera fixé dans la suite de l’inférence. Ainsi on raisonne conditionnellement à l’échantillon tiré. On

souhaite prédire une fonction des variables aléatoires Y issues de la population à l’aide des variables aléatoires

observées dans l’échantillon s. Le paramètre d’intérêt considéré dans la suite est le total aléatoire θ =
∑
i∈U Yi.

Pour prédire ce total, nous faisons l’hypothèse que la variable aléatoire Y possède une distribution issue de

la famille exponentielle : fyi|xi
(yi) = exp

(
yiγi−b(γi)
A(φ)

+ c(yi, A(φ))
)
avec µi = E(yi) = ∂b(γi)

∂γi
et V (µi) = ∂2b(γi)

∂2γi
.

De plus, nous supposons que la variable Y dépend des variables auxiliaires X suivant un modèle linéaire

généralisé : E(Y ) = F (xT
i β) où F est une fonction de lien classique des modèles GLM.

On définit la log-vraisemblance par :

l(β,y,X) = log
∏
i∈U

fyi|xi
(yi).

Le maximum de vraisemblance β̃ vérifie alors l’équation estimante suivante :

∑
i∈U

Yi − F (xTi β)

A(φ)V (µi)

∂F (u)

∂u
(xT

i β)xi = 0.

Malheureusement, β̃ ne peut être estimé, car l’équation estimante requiert les valeurs de Yi sur l’ensemble

de la population, or celles-ci ne sont connues que sur l’échantillon s. On considère donc l’équation estimante

rapportée à l’échantillon s : ∑
i∈S

Yi − F (xTi β)

A(φ)V (µi)
∂F (u)(xT

i β)xi = 0.

et on note : g(xi, yi, β) =
Yi−F (xT

i β)

A(φ)V (µi)
∂F (u)
∂u

(xT
i β)xi et H(xi,β) = ∂g(u)

∂u
(xTi β).

Royall et Al. (1976) ont proposé le meilleur estimateur linéaire sans biais (BLUP) du paramètre θ =∑
i∈U Yi, qui prend la forme suivante :

θ̂BLUP =
∑
i∈S

Yi +
∑
i∈U\S

F (xT
i β̂).

Nous allons maintenant déterminer le biais conditionnel associé à l’estimateur θ̂BLUP . Dans le cas d’une

approche sous le modèle, le biais conditionnel associé à l’estimateur θ̂BLUP pour l’unité i est défini par :

Bi(yi; β) = E(θ̂BLUP − θ|s;Yi = yi).
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L’estimateur θ̂BLUP est non linéaire, nous procédons à un développement de Taylor afin de déterminer le

biais conditionnel de cet estimateur.

F (xTi β̂) = F (xT
i β) +

dF (u)

du
(xT

i β)xT
i (β̂ − β) +Op

(
1

n1/2

)
. (1)

En suivant la démarche de Fuller (2011, page 65), nous avons :

β̂ − β =

∑
j∈S
H(xj ,β)

−1 ∑
k∈S
g(yk,xk,β) + op

(
1

n1/2

)
. (2)

En combinant (1) and (2), nous obtenons :

F (xTi β̂) = F (xTi β) +
dF (u)

du
(xT

i β)xT
i

∑
j∈S
H(xj ,β)

−1 ∑
k∈S
g(yk,xk,β) +Op

(
1

n1/2

)

Il faut maintenant distinguer deux types d’unités, les unités qui sont sélectionnées dans l’échantillon et les

unités non sélectionnées.

Si l’unité est sélectionnée,i ∈ S, le biais conditionnel est :

BBLUP
i (Ii = 1) = Em(θ̂BLUP − θ|s, Yi = yi)

≈ Em(
∑
j∈S

Yj +
∑

j∈U\S
F (xT

j β)−
∑
j∈U

Yj | s, Yi = yi)

+ Em(
∑

j∈U\S

dF (u)

du
(xT

j β)xT
j

∑
j∈S
H(xj ,β)

−1 ∑
k∈S
g(yk,xk,β) | s, Yi = yi)

≈ yi +
∑

j∈S, j 6=i
F (xT

j β) +
∑

j∈U\S
F (xT

j β)− yi −
∑

j∈U, j 6=i
F (xT

j β)

+
∑

j∈U\S

dF (u)

du
(xT

j β)xT
j

∑
j∈S
H(xj ,β)

−1

Em(
∑
k∈S
g(yk,xk,β) | s, Yi = yi)

≈
∑

j∈U\S

dF (u)

du
(xT

j β)xT
j

∑
j∈S
H(xj ,β)

−1

Em(
∑
k∈S
g(yk,xk,β) | s, Yi = yi)

Voici quelques cas particuliers importants, pour lesquels on peut simplifier l’expression du biais condition-

nel :

1) le cas linéaire : F = Id etg(xi, yi, β) = (yi − xTi β)

BBLUP
i (Ii = 1) = Em(θ̂BLUP − θ|s, Yi = yi)
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=
∑

j∈U\S

dF (u)

du
(xT

j β)xT
j (
∑
k∈S

xkx
T
k )−1Em(

∑
j∈S

(yj − xT
j β)xj | s, Yi = yi)

=
∑

j∈U\S
xT
j (
∑
k∈S

xkx
T
k )−1xi

(
yi − xT

i β
)

2) le cas de la régression logistique : g(xi, yi, β) =
(
(yi − F (xTi β)

)
xi et :

BBLUP
i (Ii = 1) =

∑
j∈U\S

dF (u)

du
(xT

j β)xT
j (
∑
k∈S
H(xj ,β))−1Em(

∑
j∈S

(yj − xT
j β)xj | s, Yi = yi)

=
∑

j∈U\S
F (xT

j β)(1− F (xT
j β))xT

j

∑
k∈S

F (xT
k β)(1− F (xT

k β))xkx
T
k

−1

xi

(
(yi − F (xT

i β)
)

avec F (xT
i β) =

exp(xT
i β)

1+exp(xT
i
β)
.

3) le cas de la régression de Poisson :

BBLUP
i (Ii = 1) = Em(θ̂BLUP − θ|s, Yi = yi)

=
∑

j∈U\S

dF (u)

du
(xT

j β)xT
j (
∑
k∈S
H(xj ,β))−1Em(

∑
j∈S

(yj − xT
j β)xj | s, Yi = yi)

=
∑

j∈U\S
F (xT

j β)xT
j

∑
k∈S

F (xT
k β)xkx

T
k

−1

xi

(
(yi − F (xT

i β)
)

where F (xTi β) = exp(xTi β).

Si l’unité i n’est pas sélectionnée, i.e i ∈ U\S, le biais conditionnel est donné par :

BBLUP
i (Ii = 0) = −(yi − F (xT

i β)).

Le biais conditionnel est inconnu, mais il peut être estimé en remplaçant le paramètre inconnu β par son

estimateur issu de l’échantillon β̂ . Par exemple, dans le cas d’un modèle logistique, le biais conditionnel

BBLUP
i (Ii = 1) associé à l’estimateur BLUP de l’unité i est donné par :

B̂BLUP
i (Ii = 1) =

∑
j∈U\S

F (xT
j β̂)(1− F (xT

j β̂))xT
j

∑
k∈S

F (xT
k β̂)xkx

T
k

−1

xi

(
(yi − F (xT

i β̂)
)
.

On peut montrer que l’erreur de prédiction de l’estimateur BLUP peut se décomposer de la façon suivante

:

θ̂BLUP − θ =
∑
i∈U\S

BBLUP
i (Ii = 0) +

∑
i∈S

BBLUP
i (Ii = 1).
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En suivant la démarche de Beaumont et Al. (2013), nous proposons la forme suivante pour l’estimateur

robuste :

θ̂RBLUP = θ̂BLUP −
∑
i∈S

BBLUP
i (Ii = 1) +

∑
i∈S

ψc
(
BBLUP
i (Ii = 1)

)
,

où ψc(.) est la fonction de Huber.

On souhaite maintenant déterminer le biais conditionnel de l’unité i associé à l’estimateur robuste θ̂RBLUP

, BR
i (Ii = 1) = Em(θ̂RBLUP − θ|s, Yi = yi).

On peut montrer que ce biais conditionnel peut s’écrire de la façon suivante :

BR
i (I1i = 1) = BBLUP

i (Ii = 1) + n∆̄(c),

où

∆̄(c) =
1

n

∑
i∈S

[
ψ
(
BBLUP
i (Ii = 1)

)
−BBLUP

i (Ii = 1)
]

Ce biais conditionnel est inconnu, mais il peut être estimé par :

B̂R
i (I1i = 1) = B̂BLUP

i (Ii = 1) +
∑
i∈S

[
ψ
(
B̂BLUP
i (Ii = 1)

)
− B̂BLUP

i (Ii = 1)
]
.

Notons B̂min = min
(
B̂BLUP
i (I1i = 1); c

)
et B̂max = max

(
B̂BLUP
i (I1i = 1); c

)
, on peut montrer que la

valeur c qui minimise max{B̂R
i (I1i = 1|i ∈ S} appelée cminmax , engendre l’estimateur suivant :

θ̂RBLUP (cminmax) = θ̂BLUP − 1

2
(B̂min + B̂max). (3)

Afin de tester l’efficacité de cet estimateur, nous allons le comparer à un autre estimateur robuste proposé

par Cantoni et Ronchetti (2001)

θ̂RCantoni =
∑
i∈S

Yi +
∑
i∈U\S

F (xT
i β̂

R
).

où le coefficient β̂Rest estimé à l’aide de M-estimateur.

Etude par simulations:

On génére deux jeux de deux populations pour le cas d’une régression logistique et d’une régression de

Poisson. Chaque population est contaminée par une proportion assez faibles d’unités influentes. Les quatre

populations sont présentées sur le graphique ci-dessous.
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(a) Population 1 (b) Population 2

(c) Population 3 (d) Population 4

Figure 1: Boxplot

Pour comparer les deux estimateurs, on détermine le biais relatif (RB) et l’efficacité relative (RE) par

Monte Carlo à l’aide des expressions suivantes :

RBMC

(
θ̂Rp
)

=
EMC

(
θ̂Rp
)

θ
× 100,

où

EMC

(
θ̂Rp
)

=
1

P

P∑
p=1

(
θ̂Rp − θ

)
,
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et

REMC

(
θ̂Rp , θ̂

)
=

1
P

∑P
p=1

(
θ̂Rp − θ

)2

1
P

∑P
p=1

(
θ̂p − θ

)2 × 100.

Population Taille de l’échantillon θ̂RBLUP θ̂RCantoni

1 100 0.14(93) 6.4(631)
500 0.10(93) 5.9(2500)

2 100 −0.28(71) 5.7(340)
500 −0.20(73) 5.2(130)

3 100 0.05(101) 0.2(115)
500 0.03(100) 0.14(113)

4 100 0.14(93) 0.8(86)
500 0.06(95) 0.9(96)

Table 1: Biais en pourcentage et efficacité en parenthèse des estimateurs robustes par rapport à l’estimateur
BLUP

A travers cette étude par simulation, on constate que l’estimateur robuste (3) est au moins aussi efficace

que l’estimateur BLUP . De plus, le biais de cet estimateur est relativement faible, moins de 1% dans tous

les scénarii envisagés.
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